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研究ノート
超過需要関数の存在について
?
保 郎
超過需要関数とは需要関数から供給関数を引いた差，すなわち部分均衡理論では
E(P)=D(P)-S(p) 
と簡単に示されるものである。ミクロの理論では個々の経済主体に関して需要関数，供給
関数を導出しておいて，これを合計して市場全体のものが導かれて，一般均衡の問題が解
かれる。或いは計量経済学では市場全体の総需給関数を導いて，理論的には個々の経済主
体のものに分解しうるものと予想している。これら自明の理と考えられる個別財貨の超過
需要関数から市場の総超過需要関数が，また市場の総超過需要関数から個人の超過需要が
導かれるのも証明を要する事である。もし両者の間にかけ橋を渡しうる方法が見つからな
ければ，これらに基礎を置く一般均衡理論も無意味なものとなるであろう。
I 
ここで2つの種類の経済主体，家計（経済全体でl個）と企業（経済全体でK個）によ
て財貨及びサービスの需要と財貨の供給が決定される static:な経済を考える事としょう。
Xhi は第 h番目の家計が第 i番目の購入に対して行った決定を示している。 xhi~o の時は
第h番目の家計の第 i財に対する購入量（需要量）を示しており， Xh;<O の時は家計に
よって保持されている生産要素の企業えの供給を示している。財貨及びサービスの種類が
n個あるとすれば，各財貨・サービスに対する需要量と家計からの供給量の決定は n次元
ユークリッド空間の 1点 Xhで示される。すなわち
??
?
…
? ?
?? ?
また各財貨に対する需要は Xhの成分を hについて合計して得られる。
功=:E Xhi 
h=l 
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家計は狭義の凸で連続な完全選好の半順序 (strictly-convex,continuous, complete 
preference preorder)をRnの上で持っているものとする。ここである集合Xが半順序
であるのは関係Rが反射的であり推移的である場合，任意の :x,g,zEXに対して次の2
つの条件が満たされる場合である。
～ (1) xR:x 
～ (2) X Ryで yRzであるならば :xRzとなる。
半l卿芋の場合は :xRgで yR:xであるならばx=gとならない点には注意を要する。
また企業は生産可能集合の中から利洞を最大にするような産出量の組合せを決定する。
第i財を生産する第f企業の投入量，或いは産出量を Y11で示す事としょう。ただし (yfi
<o であれば投入量であり， Y11~0 であれば産出量である。 f 番目の企業の投入・産出
量は
Yt, 
Yt• 町= ER" . 
Ytn 
k 
で示される。各企業の産出量，或いは投入量を合計してリ=l:リ1を得，また第i財の供
/=1 
k 
給量は Y;=工Ytiであって， Uの第i成分となっている。
/=1 
生産が行われるに先立って第h家計が保有している財貨・サービスを /j.hiで示す。家計
の所得は和の供給により得られるから，それぞれの価格を n次元ベクトル Pで示せば
p•Xh ;5:p•eh 
ただし
eh Pi 
み．
eh= . eRn p= P2 ：： 
ekn Pn 
であって， P•Xn, p■ehはそれぞれ内積を示している。議論を簡単にする為，家計は全て
の ehを売却し，自己に必要なものは，あらためて買いもどすものとする。
一方， 生産の決定ベクトルの成分ヵ"j は投入量はマイナス．産出量はプラスの符号で
示されているから，それぞれの価格 P と町との内積P•Yt は第 f 番目の企業の利潤を
示している。生産の為に必要な資本ストックは全て家計に所属するものと仮定すれば，家
計は利潤の分配を受けうるであろう。 0thが h番目の家計が所有している f番目の企業
が使用する資本ストックの割合を示すものとすれば，
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I 
l: 8th=l V8th20 
h=l 
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したがってh番目の家計は f 番目の企業から (}fh(P•町）だけの配当を受取る事となる。
この事により h番目の家計の所得は
k 
p•e叶工 0Jh(P•町）
/=1 
に変更される。家計はこの制約の下に半順序の選好に従って一番高い選好水準に到達しょ
うとする。 第 i財に対する超過需要は
が=X;-y;-e;
（ただし e;=l: 年）となる。需要量も供給量も価格ベクトル Pの関数であるから， Ei 
h=1 
も当然 P の関数となる。
E1 (p) =X;(p)-y;(p)-e; 
ここで X;(P)は第i財の需要関数であり， Y;(P)は第i財の供給関係である。生産の技
術について constantreturn to scaleが成立するものとし，価格体系Pの下で利潤最大
化が達成出来 P•町=O であるものとする。もしここでで P•Y1>D であれば， constant
return to scaleが仮定されているから，企業が規模を拡大するほど利潤は増大し，また
P• 町<o であれば規模を縮少する程損失を少なくしうる。しかし， P•Y1=D の場合には
如何なる水準でも利潤は同じであり，企業の規模は決らない。従って endowmentの限
界に到達するまで生産を拡大すると仮定するか，企業者機能に限界を設けて，新古典派的
な費用関数を導くのが通常行われる方法である。 ここでは， やや抽象的に下の仮定を設
け，しいて特別な理論を展開しない。
仮定1
が(P)は， VPESnに対して，有界な値域を持つ。
需要関数は衆知のように零次同次関数であり，また供給関数についてもそうである。す
なわち全ての財貨の価格が入倍になっても需要量には変化が見られないし，供給量につい
ても同じである。したがって
局(p)=E;(Ap) for -t>o 
となる。ここで ,l= 1 とおいても何らさしつかえないから，価格ベクトル Pを定
却
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義しなおして，
P;20 (i=l, 2, …, n) 
” ~P;=l 
i=l 
とする。すなわち n次元シンプレックス SNの要素と考えても議論には何の変化をもた
らさないであろう。また家計は
k 
P• 叫一P屯ー I:fJ 11,P•Yぷ 0
/=1 
を満足する Xhを選ばねばならない。飽和点がないとすれば， x,,>xh'である場合には家
h 
計は常にx/よりも出を選好するであろう。この事は与えられた所得 peh十 I:fJJhP'YJ 
/=1 
のもとで P•Xh を出来るだけ大きくしょうとする。結局は等式が成立する。
k 
PXh-pehー L!fJJhP'Yr=O 
/=1 
を hについて合計すれば
P•E(p) =O i=l, 2, …，n 
か (p)
炉 (p)
となる。ただし E(p) = ~ ~ である。~~で超過需要関数とは次の2つの条件を
En(p) 
満足するものであると定義しょう。
1. 全ての pESnに対して， pEi(p)=O(ワルラス法則）が成立する。
2. ベクトル超過需要関数が(p)は定義城 SNの上で上半連続である。
ここで第2の条件は全く技術的なものであって，経済学的な意味はない。上半連続とは
次のような場合を言う。
定義
E:p→X が点対集合写像であり， {T} がそれぞれの TE{T}および若干の p0EP
に対して E(p0)CTとなるような Xの全ての開部分集合の集合を示すものとしょう。
そうすれば， pE6(pO)であれば各 TE{T}に対して E(p)cT となるような近傍 8
が存在するならば， Eは上半連続と呼ばれる。
またPはシンプレックスの要素であり，またシンプレックスはコンパクトな集合である
から写像Eは次の性質を持っている。
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注意
E:p→X が上半連続の点対集合写像であるとしょう。そうすれば，各pEPに対し
て， E(p)はコンパクトな集合となる。更に任意のコンパクトな集合 WcXに対して，
集合 E(W)はコンパクトな集合である。
したがってEが上半連続であれば超過需要 X の集合 Xはコンパクトな集合となる。
I 
定理
超過需要関数 E(p)はl個の家計の個別超過関数に分解しうる。
（証明）
Pが0ではない， SNに所属する価格ベクトルであるとする。また U;はRnの第・i軸
のプラスの単位ベクトルである。 V(p)が P に直交し原点0を通る超平面であるとする。
またが(p)(i=l,2,…，n)が U;の V(p)えの直交射影とする。次に E(p)+tp:::::〇とな
るような実数 tのうち最小のものを ,jrD(p)で示そう。それ以外の tを,fr(p)で表せば
ifr(P)>ifr0(p) 
が成立する。 t=,fr(p)となる tに対しては
E(p)+tp>O 
炉ぃ
.¥" i' ¥l 
、参 () 
V (p) 
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が成立するから，スカラー炉(P)>Oに対して
＂ E(p)+,fr(p) =:E/J;(P) U; 
i=1 
これを V(P)上に直交射影すれば， V(p)とPとは直交しており， pE(P)=Oであるから
E(p)cV(p) 
となる。したがって左辺は E(p)のみとなる。また単位ベクトル u,を V(p)上に直交
射影させたものがり；(p)であったから，
E(p)= r:和(p)街(p)
i=l 
となる。ここで P;(P)及び町(p)は Pの連続写像となっている。
Ei(p)=炉(p)悦(p)
とおけば，炉(p)は連続であり，また
pEi(p)=ppi(p)悦(p)
＝炉(p)砂 (p)=O
となり，ワルラス法則が成立する。したがって定義により Ei(p)は超過需要関数であり，
第 j番目の消費者に対するものである。
Q.E.D. 
以上において超過需要関数が消費者の数と財の数とが等しい場合に存在するのが証明さ
れた。
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